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Abstract

The Electrical Impedance Tomography is a boundary value problem posed
in 1980 by A. P. Calderon, in which specifies that search a solution for this
problem, it was impossible to achieve, at least for the methods existed, but
in 2006, the inverse boundary value problem, using the Theory of Pseudoan-
alytic Functions a solution could be approximated using the Taylor Series in
Formal Powers. The proposed method in this work used the Pseudoanalytic
Function Theory, to generate a conductivity function in piecewise separable
variables, which let us approximated the inverse boundary value problem, for
an interpolation method using the Taylor series in Formal Powers to achieve
a reconstruction of a mathematical known expretion.

This work tries to characterize the interpolation method using piecewise
separable variables for the conductivity function, in which it studied two
points of view, the first one computing an error function that implies an
absolute error and a percentage error, to know how does the method will
behaves, and the second part of this method tries to reconstruct the conduc-
tivity function in piecewise separable variables and compare between the ori-
ginal conductivity function and the interpolated function using this method.

In this method we have been used a set of functions of the mathemati-
cal analysis for the functions with an analytic representation it knows, those
functions are from the exponential case, polynomial case, sinusoidal case and
Gaussian case, that it will be the backbone of the interpolation method using
piecewise separable variables of conductivity function, where the methodol-
ogy proposed will be, the creation of conductivity space, divide this space in
n number of regions and any amount of trials points, that it will be denom-
inated interpolated conductivity, using the differences between the original
conductivity functions and the interpolated conductivity function, compute
an error and the possible reconstruction.
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Resumen

La Tomografia por Impedancia Eléctrica, es un problema con valores en la
frontera que fue propuesto en forma matemaéaticamente correcta en 1980 por
Alberto Pedro Calderon [4]. Se trata de un problema inverso para la ecuacion
de conductividad de corrientes

V- (oVu) =0,

donde o es una funcion que depende de las tres variables espaciales, y u es la
funcién de potencial eléctrico. De hecho, durante al menos tres décadas, se
pens6 que obtener una soluciéon general para dicha ecuacién era imposible,
pero en el ano 2006, gracias a la Teoria de las Funciones Pseudoanaliticas 2],
fue posible expresar la solucién para el caso de dos dimensiones, mediante el
uso de las series de Taylor en Potencias Formales.

El método que se propone en este trabajo permite obtener una clase
especial de funciones en términos de variables separables, como lo requiere
la Teoria de las Funciones Pseudoanaliticas, para generar soluciones de la
ecuacion diferencial anterior, que nos provean nuevos puntos de vista para
proponer algoritmos que aproximen la solucion del problema inverso.

La propuesta central de este trabajo es caracterizar el método de inter-
polacién en variables separables, desde dos puntos de vista diferentes. El
primero sera calculando una funcion de error, absoluto y porcentual, para es-
timar el comportamiento del método de interpolaciéon respecto a las funciones
originales.

Por otra parte, se estudiara (basado en las funciones de error generadas)
una reconstruccién del las funciones analiticas en variables separables, y se
buscard una comparacion entre la conductividad original y la conductividad
generada a través del proceso de interpolacion propuesto.

En este trabajo se propone emplear un conjunto de funciones que forman
parte del Analisis Matematico, cuyas representaciones analiticas son cono-
cidas. Se consideran funciones del tipo exponencial, polinomial, senoidal y



vi

gausseano. Ellas seran la columna vertebral del método de interpolacién en
variables separables que se propone, donde la metodologia basica a seguir,
serd: crear un espacio de conductividades; emplear otra conductividad que
serd denominado conductividad interpolada, y mediante la diferencia entre
la conductividad original y la interpolada; se buscard una funciéon de error,
asi como una posible reconstruccion gréfica.
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Introduccion

La presente tesis esta dirigida a un publico con conocimientos avanzados
de la Fisica Matemaética, especialmente para ingenieros en Biomedicina,
Cibernética, Mecanica, Electronica, Mecatronica y, en general, a todos aque-
llos que tengan un conocimiento detallado en el area.

Se propone un método de interpolacién que aproxima conductividades en
términos de funciones polinomiales, definidas por partes. Las conductividades
brindan la oportunidad de calcular soluciones numéricas para la ecuacion de
Conductividad de Corrientes.

El método de interpolaciéon se emplea sobre funciones de variables se-
parables con representacion exacta, donde el objetivo es reconstruirlas para
examinar el comportamiento de ciertos criterios de error, conforme varfan los
parametros de interpolacion.

Se debe tener presente que existen métodos de interpolacion que realizan
y reconstruyen tanto figuras geométricas como funciones en el plano de dos
dimensiones, pero gracias a una revision detallada de la bibliografia especial-
izada, se pudo determinar que no existe publicaciéon alguna sobre métodos de
interpolacién en variables separables. Por tal motivo, los resultados de esta
tesis adquieren una singular relevancia, pues bién podrian sentar las bases de
una nueva rama de los métodos numéricos modernos.

Entonces, la razén de examinar éste método de interpolaciéon es facil-
mente perceptible, ademés de tener una clara aplicacion en el campo de las
ingenierias, como se podré apreciar en los capitulos 1y 2.

De manera méas particular, debe notarse que en la actualidad existen
muchos métodos de monitoreo clinico para enfermedades, y otras afecciones
que alteran significativamente la composicion anatémica del cuerpo humano,
como las tumoraciones.

Dichos métodos pueden ser clasificados como tnvasivos o como no inva-
siwos, dependiendo de la manera en que su aplicacion altere la anatomia o



2 INTRODUCCION

fisiologia de los tejidos que se examinan.

Por ejemplo, las técnicas de imagenologia médica como la Resonancia
Magnética (TRM), el Ultrasonido y la Tomografia por Impedancia Eléctrica
(TIE), pueden clasificarse como no invasivas, mientras que la Tomografia
Axial Coputarizada o las impresiones por Rayos X se consideran invasivas.

En general, dichos métodos tienen como objetivo poder conocer las car-
acteristicas de tejidos que se encuentran dentro del cuerpo de un paciente,
sin necesidad de intervenirlo quirigicamente.

Especificamente, la TIE ha cobrado importancia en el monitoreo clinico
durante las ultimas décadas, debido a que es una técnica no invasiva, siempre
que se inyecta un flujo de energia eléctrica de muy pequenas magnitudes que,
al viajar dentro del cuerpo, hace posible reconstruir su interior, recolectando
valores de voltaje al rededor del cuerpo, y con ellas resolver una ecuacion
diferencial en derivadas parciales.

El problema de TIE, fue planteado matematicamente por el cientifico
argentino Alberto Pedro Calderdn [4], y el presente trabajo se desarrolla por
ser una parte esencial para la reconstruccion de imagenes médicas en TIE,
empleando herramientas matematicas modernas. Como parte del proceso, se
buscara caracterizar un nuevo método de interpolacion que permita obtener
funciones de conductividad en forma de variables separables, y asi poder
establecer un punto de partida para futuras investigaciones que versen sobre
el tema.

Se buscard mostrar que el método es capaz de reconstruir una funcion
cuya representacion analitica es conocida, por lo que se necesitara una funciéon
de error que garantice la exactitud en la reconstruccion.

El método arroja funciones en variables separables, definidas por partes,
sirviendo como base para estudiar en un trabajo alternativo las diferentes
conductividades que pueden presentarse dentro de un cuerpo, debido a las
distintas resistencias que existen en la piel, el misculo, los érganos internos,
etc.

El método de interpolacién en variables separables sirve como base para
buscar la solucion al problema directo de la TIE, empleando la teoria moderna
de funciones pseudoanaliticas. El estudio muestra hasta que punto resulta
adecuado aproximar cuatro distintas familias de funciones analiticas en dos
dimensiones: funciones exponenciales, gaussianas, polinomiales y senoidales.

La seleccion se bas6 en un conjunto de funciones cuya representacion
analitica fuese conocida y suficientemente diversa, y de esta manera lograr
una caracterizacion del método, construyendo un algoritmo que fuese capaz
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de reconstruir una funcién y obtener imagenes como lo harfa un tomografo
basado en esta nueva técnica, ademéas de ver su respectivo error con respecto
de la graficacion original de la propia funcion.

Brevemente, la dificultad de la TIE reside en el problema inverso, cuando
en la ecuacion de conductividad eléctrica

V- (cVu) = 0.

No se tiene una conductividad o constante, lo que provoca que se usen
diferentes métodos para aproximar la solucién: reconstruir o a partir de un
conjunto finito de valores en la frontera I" del potencial eléctrico.

El problema inverso puede plantearse como sigue: se conoce el potencial u
en la frontera I', pero se desconoce la conductividad o al interior. Entonces se
efectiia un proceso iterativo en el cual se propone una conductividad original
09, de la que se obtiene una conductividad interpolada y se calcula la uy que
le corresponde.

Luego se compara con la u en la frontera y se establece un error. El
objetivo es modificar la conductividad o hasta minimizar dicho error.

Es sencillo apreciar que esta clase de algoritmos tendran un incremento
en el costo computacional, asi como en el tiempo de cémputo, como se ha
podido apreciar en otros métodos, como lo es el elemento finito.

En la realizacion de la tesis se buscard tener una reconstruccion de las
diferentes funciones a estudiar, y determinar si la metodologia empleada es
capaz de desarrollar una buena alternativa, que sirva como base para aprox-
imar la solucion al problema en trabajos futuros.

La presente tesis, contendra tres capitulos en los que se daran los fun-
damentos del problema de investigacion, ademéas de una breve introducciéon
donde se explicaré lo que es el problema de Tomografia por Impedancia Eléc-
trica (TIE).

En el capitulo uno se tienen los preliminares matematicos, en donde se
explicaran los conceptos de la Teoria de las Funciones Pseudoanaliticas, una
explicacion de las Potencias Formales, y su aproximacion a través de las in-
tegrales en el sentido de Bers. Posteriormente se detallaran algunos ejercicios
que fundamentan el empleo de estas ecuaciones.

En el capitulo dos se tiene un explicaciéon més a detalle sobre la con-
struccion en variables separables para la funcion de conductividad y algunas
funciones obtenidas empleando esta caracterizacion.

En el capitulo tres versa sobre los resultados obtenidos, empezando con
una breve metodologia para la estimacion del error absoluto y porcentual, y
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la caracterizacion del método empleando estos resultados. Se describird con
un conjunto de tablas los errores maximos obtenidos, y por tltimo se expli-
card la metodologia a seguir para poder reconstruir una funcién en variables
separables, asi como las reconstrucciones obtenidas para cada caso.

Por ultimo, se tendra una secciéon de conclusiones donde se detallara lo
que se obtuvo en el desarrollo del trabajo, desde las publicaciones generadas,
hasta una breve descripciéon de los alcances del propio trabajo.

Cabe senalar que se usaron algunas imagenes elaboradas por la Ing. Ari-
ana Bucio Ramirez, presentadas en el articulo [3].

Se agradece al CONACyYT por la beca que fue otorgada para la culmi-
nacion de los estudios a nivel maestria, asi como de los articulos publicados
durante el periodo que duré la Maestria en Ciencias, Area Cibernética.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceptos generales

El matematico argentino A. P. Calderén plante6 en [4] un problema inverso
con valores en la frontera para la Ecuacion de Impedancia Eléctrica (EIE):

V- (ocVu) =0, (1.1)

donde o representa la conductividad y u denota el potencial eléctrico.

El principal objetivo es aproximar, dentro de un dominio acotado €2 en el
espacio de dos dimensiones, el valor de la conductividad o, cuando los valores
del potencial u estan dados en la frontera I', como se ve en la figura 1.1.

A ésta condicion de frontera se le denotard como u|r.

Figura 1.1: Tomografia por Impedancia Eléctrica

El problema llegd a ser inmediatamente de gran interés para la Imageno-
logia Médica, porque puede ser usado como una herramienta auxiliar en el

3



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

diagnoéstico de una gran variedad de enfermedades, como las tumoraciones.
Por otro lado, cuando se compara con otras técnicas de imagen, la Tomografia
por Impedancia Eléctrica (TIE) posee la cualidad de ser un procedimiento
no invasivo. Esto es, no afecta al tejido organico que se examina, debido a
los bajos niveles de corriente eléctrica que se aplican en el cuerpo cuando se
realizan mediciones.

En general, se prefiere utilizar fuentes de corriente no mayores a 10mA|8].
No obstante, la maxima resolucién que los métodos computacionales pueden
alcanzar, no es satisfactoria atin para establecer la Tomografia por Impedan-
cia Eléctrica (TIE) como un método estandar para la reconstruccion de imé-
genes, que se empleen efectivamente para diagnoéstico médico.

Esta limitante se debe principalmente a que el problema inverso de la
ecuacion (1.1) se considera inestable. Esto es, debido a que no puede ser
resuelto por una extension matemaética de la funcion en la frontera u|r, como
es posible para otros problemas en el analisis complejo [14] , la solucion para
el problema inverso de (1.1) debe ser aproximada resolviendo el problema
directo a través de un procedimiento iterativo, que puede ser brevemente
descrito como sigue:

Una vez que la funcion de conductividad o es propuesta, debemos resolver
(1.1) para obtener el potencial eléctrico u; realizando una comparacion entre
la u|r aproximada y los datos recolectados en la frontera, en busca de una
funcion de error que pueda ser empleada para modificar la conductividad o,
tratando de disminuir el error en cada iteracién.

El procedimiento continuara hasta que la funcion de error satisfaga los
criterios de minimo.

La inestabilidad se debe a que pequenas variaciones en la conductividad
o, que producen severas alteraciones en la u|r calculada, y la seleccion de
una funcion de error se torna en extremo dificil.

Mas aun, la propia complejidad matematica de la ecuacion (1.1) es tal
que muchos expertos habian sugerido que obtener su solucion general (1.1)
era imposible (ver [23], Capitulo 10, Secciéon 10.2.3).

Debido a lo anterior, los métodos numéricos han sido una herramienta
fundamental para aproximar soluciones, primero para el problema directo
(dada una o calcular la u|r) y, posteriormente para el problema inverso (dada
una ulr, calcular la o).

Es posible afirmar que, virtualmente, todos los algoritmos conocidos para
estudiar el problema inverso de (1.1) son variaciones del Método del Elemento
Finito (MEF). Esto podria considerarse, desde cierta perspectiva, como un
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hecho natural, debido a que las técnicas basadas en este método han mostrado
gran efectividad al emplearse para estudiar otros sistemas de ecuaciones difer-
enciales parciales, correspondientes a la Teoria Electromagnética .

Empero, la inestabilidad se hace evidente en casi todas las variantes de
este método.

(a) Tomografia por Impedancia (b) Resonancia Magnética
Eléctrica de Pulmoén de Pulmoén

Figura 1.2: Comparacion entre TIE y MRI

Una segunda pregunta se localiza en torno al ajuste de la funcion de
conductividad o, cuando se ha seleccionado cierta funcién de error. No se
trata de un problema trivial, ya que (en general) ninguna funcién de error
ha logrado mejorar la calidad de las imagenes obtenidas a partir de la TIE.

Para ilustrar esta afirmacion, basta observar las figuras 1.2a y 1.2b, donde
aparece una imagen de pulmén obtenida mediante Resonancia Magnética
(TRM), y otra obtenida por Impedancia Eléctrica (TIE).

La idea central de esta tesis gira en torno a el estudio de un método
numérico de interpolacion que permita, en estudios posteriores, mejorar la
resolucion del problema directo de la ecuacion (1.1), cuando la conductividad
o tiene distintas representaciones matematicas analiticas.

Una de las caracteristicas que soportan esta afirmacion, es la existencia
de patrones de cambio cuando se introducen modificaciénes en la funcion de
conductividad [16]. Con base en éstas observaciones, en un trabajo posterior
e independiente, se podran desarrollar nuevos algoritmos de reconstruccion
para el problema inverso.
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1.2 Elementos de la teoria de las funciones
pseudoanaliticas

En 2006, K. Astala y L. Péivarintd [1| descubrieron que la ecuacion (1.1),
para el caso de dos dimensiones, y siempre que ¢ pueda ser representada
como una funcién de variables separables

o=o01(z)os(y),

estd estrechamente relacionada con una ecuacion del tipo de Vekua de la
forma:

Osp—
oW — ZLw = o, (1.2)
p
Aqui
W = \/Egu—i\/ggu,
ox dy
W = ReW —iImW,
o
p = Y= (y),
o1 ()
' 0 0
O = m +in-.
ox + Z@y
Como es usual, i = —1, y a pesar de que normalmente ds se introduce

con el factor %, resultard un tanto més conveniente omitirlo aqui.

Tan solo un ano después, V. Kravchenko y H. Oviedo publicaron en [12]
un resultado que puede ser considerado como la primera soluciéon general en
forma analitica para la ecuacion (1.2), y en consecuencia para el caso en dos
dimensiones de (1.1), para un cierto tipo de o.

Esto fue, de hecho, un gran avance para la teoria de la Tomografia por
Impedancia Eléctrica (TIE), como fue mencionado en la introduccion, puesto
que se logro presentar una solucion general de (1.1) en forma analitica por
primera ocasion.

La solucion general propuesta en [12] fue expresada en términos de las Se-
ries de Taylor en potencias formales, para las cuales la teoria fue desarrollada
por L. Bers [2].
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Siguiendo el trabajo original de L. Bers [2], generalizado posteriormente
para diversas ramas de las Matematicas Aplicadas por V. Kravchenko [10], se
consideran un par de funciones de valores complejos (F, G) tal que satisfagan
la condicion

Im (FG) >0,

donde F representa la conjugacion compleja de F: F = ReF —iImF. Al par
(F,G) se le llamara par generador. En este sentido, una funcion con valores
complejos W puede ser expresada por medio de la combinacion lineal de las
funciones pertenecientes al par generador:

W = ¢F + 9,

donde ¢ y v son funciones con valores reales. El profesor L. Bers también
introdujo la nocién de la (F, G)-derivada de W (algunas veces referida en la
literatura moderna como derivada en el sentido de Bers).

Tendra la forma:

OreyW = (0:0) F + (0:¢) G, (1.3)

donde 0, = a% — z'a%, y habra de existir si y solo si

(0z0) F + (0z) G = 0. (1.4)
Introduciendo las notaciones

. Go.F—Fo.C
BT T FG - FG
_G0.F-TFoG
BT TG -FG
B Go,F — Fo,G ‘
BT PG - FG
Fo:G — GOz F

b —- = = . 1.5

"= T PG - FG (15)

la expresion (1.3) puede ser reescrita de la forma:

mientras que (1.4) se convertira en:

G;W — a(Eg)W — b(Fyg)W =0. (16)
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Esta ultima expresion es conocida como la ecuacion de Vekua [22], y
serd de suma importancia en diversas aplicaciones de ingenieria. De hecho,
cada funcion W solucion de (1.7) es una funcion (F, G)-pseudoanalitica. Los
elementos en (1.5) son llamados coeficientes caracteristicos del par gener-

ador(F, Q).

Nota 1. Sea 0 una funcion que no se desvanezca dentro de un dominio
acotado §2, y sea

F=o,G= % (1.7)

Los coeficientes caracteristicos correspondientes al par generador serdn

Are) = ara =0,
0.\o

Brg = e
Oz\/0

b(F7G) .

3

Definicion 1. Sean (Fy, Go) y (F1,G1) dos pares generadores de la forma
(1.7), y sus coeficientes caracteristicos satisfagan la condicion

B(FO,GO) = _b(F1,G1) .

Entonces (Fy,G) serd llamado par sucesor de (Fy,Gy), mientras que
(Fy, Gy) serd llamado predecesor de (Fy,G).

Definicion 2. Sean los elementos del conjunto {(F,Gn)}; m =
0,£1,4£2, ... pares generadores, y sea cada (Fpi1,Gme1) un par sucesor de
(Frm, Gr); entonces el conjunto {(Fy,, Gm)} serd llamado secuencia genera-
dora.

En particular, si (F,G) = (Fo, Go), entonces se dird que (F,G) estd em-
bebido en {(Fy,, Gm)}. Mds ain, si (Fi, Gn) = (Fmtk, Gmir), la secuencia
{(Fin, Gm)} serd llamada periddica, con periodo k.

Nota 2. Sea (F,G) un par generador de la forma (1.7), y sea la funcién o
de variables separables: o (z,y) = o1 (x) 03 (y).

Entonces, (F,G) estd contenido dentro de una secuencia generadora pe-
riodica con periodo 2.
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Especificamente

[\

g _ V7

o

a. NG

= 11—

Vs

Y

q] =

cuando m es impar, y

cuando m es par.

L. Bers también introdujo el concepto de integral en el sentido de Bers
de una funcién W.

Definicién 3. Sea (F,,, G,,) un par generador. Su par adjunto serd definido

de acuerdo a las formulas:
., 2F . 2G
~ FG - FG’ -~ FG-FG

Definicién 4. La integral en el sentido de Bers de una funcion con valores
complejos W (cuando existe) tendrd la forma:

/ W, cm)z = FmRe/ G;Wdz—FGmRe/ FXWdz.
20 20 20

Especialmente, cuando se considera la integral en el sentido de Bers de
la (F, Gp)-derivada de W, se obtendrd:

[ 00 W ity = W = 6 (20) F = 6 (20) G
20

pero debido a Or,, ) Fm = O(p,,Go)Gm = 0 [2], la diltima expresion integral
puede ser considerada como la antiderivada en el sentido de Bers de la funcion

8(Fm ,Gm) W .
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Definicién 5. Una funcion W definida en un dominio ) serd llamada
(F, G)-integrable si para cada curva cerrada T’ que se encuentre en un subdo-
minio simplemente conexo de ), se cumple que:

%Wd(ﬂg)z =0.
r

Teorema 1. La (F,G)-derivada O, c,) )W de una funcion (F,G)-
pseudoanalitica W es (F, G)-integrable.

Definicién 6. La potencia formal A (ag, z0; 2), con exponente 0, coeficiente
complejo ag, centro en zy, dependiendo de z = x + 1y, y perteneciendo al par
generador (Fy,, Gy,), estd definida de acuerdo a la expresion:

ZO (ag, 20 2) = ptFp 4+ MG,
donde las constantes reales |1 y A satisfacen la condicion:
pFm (20) + MG, (20) = ao.

Las potencias formales con exponentes altos son aproximados por la si-
guiente formula recursiva:

Zy(r?) (arw 205 Z) - TL/ Zf::ll) (aru 205 Z) d(F,,L,Gm)Zu
20

donde por supuesto ésta expresion integral son antiderivadas en el sentido de
Bers.

Nota 3. Cualquier funcion (F,,, Gy,)-pseudoanalitica W puede ser expandida
por medio de las series de Taylor en potencias formales

W = Z Z" (an, 203 2) .
n=0

En este sentido, la ultima expansion es de hecho una representacion
analitica de su solucion general de la ecuacion de Vekua
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Nota 4. FEs sencillo verificar que la ecuacion de Vekua correspondiente a un
par generador de la forma (1.7) tendrd la forma:

O:p—

0 — R =0, (1.8)

Este es un importante caso especial, debido a su relacion con muchos
sistemas diferenciales parciales de la Fisica moderna, asi como las ecuaciones
de Mazwell (ver e.g. [12]), la Ecuacion de Impedancia Eléctrica (EIE) (ver.
e.g. [15]), la ecuacion de Dirac con una cierta clase de potenciales [13], y la
ecuacion de Sturm-Liouville [11], entre otras.

1.3 Sobre la construcciéon numeérica de las po-
tencias formales

El lector podra verificar facilmente que la construcciéon de las potencias for-
males con exponentes de valores grandes, en muchos casos, no pueden ser
aproximadas en forma exacta, por lo que, las aproximaciones numeéricas pro-
porcionaran una de las mejores herramientas para las ciencias aplicadas.

Se procederé a describir una técnica numérica que ha mostrado su efec-
tividad en numerosas aplicaciones modernas de la Teoria de la Funciones
Pseudoanaliticas (ver e.g. [5] v [6]), y que se ha expuesto a detalle en el
trabajo [3].

1.3.1 Aproximacién de las integrales en el sentido de
Bers

Siguiendo [3], de la Teorfa de las Funciones Pseudoanaliticas [2], se sabe que
las siguientes propiedades se cumplen para cualquier potencia formal:

Z5W (ar, + idy, 20:2) = @, 230 (1, 203 2) + an 2330 (i, 203 2)

donde a], y a’ son constantes reales.

Esto implica que s6lo se tiene que aproximar las potencias formales AR
con coeficientes 1 e 7, por lo que todos las demas potencias formales pueden
ser construidas por una combinacion lineal de estas potencias formales. Ahora
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se puede considerar la ecuacion de Vekua en la forma (1.8), para la cual un

par generador es!:
FO o2 (y) s GO =1 ikl <x ; (19)

~—

o1 () Vo (y)

donde o1 y 09 son funciones reales positivas que no se desvanecen, y se
analizara, por ejemplo, la aproximacion de A% (1, 20; 2)-

De acuerdo a la Definicién 6, la primera potencia formal, con centro en
20 = 0, debera construirse basandose en la igualdad:

1Fy (0) + MGy (0) = 1.

Debido a que p y A son constantes reales, y de acuerdo a (1.9), Fy es
puramente real y Gy es puramente imaginario, tendremos que p = Fy(0)™' y
A = 0. Entonces:

29 (1,0; 2) Fy(2) _ Vo1 (0) Vor (y)
| ) Fo(0) /02 (0) \/ou (@)

Siguiendo un procedimiento idéntico se obtiene:

©) (5 0 » :GO(Z):Z-\/Uz(O)\/Ul(fE)
A0 = G0 Vo1 (0) /ou (y)

A la luz del procedimiento expuesto, es sencillo verificar que las primeras
potencias formales pertenecientes al par sucesor (Fy,Gy) de (Fy, Go) son:

Z" (1,0;2) = /o1(0) 02 (0)/oy (x) o (y).
1

N ACEONCAGEAT

Ahora es posible construir potencias formales con exponentes mayores,
por medio de una aproximacién numérica de las integrales en el sentido de
Bers correspondientes a las tltimés expresiones. Analizando el caso de las
potencias formales con coeficiente igual con 1, remarcando que procedimien-
tos idénticos pueden ser aplicados para el estudio del caso relacionado con el
coeficiente 1.

La potencia formal Zél) (1,0; z), de acuerdo a la Definicion 5, es:
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(1) (z) = o 09 @ezaxz—
Z0(1,0:2) = /o (0) (O)@R/o L (2)d

4
— iy/o1(0) oy (O)MRe ioy (y)dz.  (1.10)
Vo2 (y) 0

Obsérvese que los operadores integrales, son integrales de linea, y pueden
ser resueltas por una gran variedad de caminos acotados. Por simplicidad, en
esta tesis la aproximacion se hara dentro del circulo unitario. De hecho, esto
es un caso muy importante, con un historial de logros para muchos problemas
con valores en la frontera interesantes (ver e.g. [9]).

Tomando, por ejemplo, la primera integral de linea en su lado derecho
de la altima expresion. Por definicion [10], el resultado seré independiente
de la trayectoria de integracion, entonces considerando un conjunto finito de
trayectorias radiales que parten desde z; = 0, incrementando el radio en R =
14-€, donde £ > 0 es un nimero pequeno, que se empleara para reducir el error
numeérico inherentemente debido a las técnicas de interpolaciéon empleadas
durante los célculos.

2k

Z|]=O r

Figura 1.3: Trazos Radiales para K = 8. Imagen tomada del articulo [3].

. . ) 2 (k—1
Basicamente, trazaremos K radios, cada uno en un angulo de W(K );

k=1,2, ..., K; como se muestra en la figura 1.3. Cada radio ser& dividido en
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J subsecciones, cada una con una longitud j, igualmente distribuidas dentro
de un intervalo cerrado [0, R]; por lo que es posible evaluar las funciones
o1(x) y o2 (y) en cada punto sobre el radio.

Obteniéndose, un conjunto de J + 1 valores:

{p (Oéj)}izo )

que seran interpolados empleando polinomios cibicos, para construir una

I R |\ .
I I I I | | €7l
o 2z . ]
Figura 1.4: Radio dividido en j subsecciones. Imagen tomada del articulo

3]

funcion auxiliar p (r), donde r € [0, R] (notese que € ha sido agregado solo
para desplazar el error numérico lejos del perimetro del circulo unitario). La
division del radio es ilustrado en la figura 1.4.

Después, se divide cada intervalo 7 en () subsecciones espaciadas de igual
longitud ¢, y empleando la funcion auxiliar p(r), es posible obtener otro
conjunto de valores:

{p(aj+ B}, (1.11)

como son representados en la figura 1.5.

La coleccion de valores que conforman cada conjunto de la forma (1.11),
son precisamente estos, que se usaran para aproximar el primer operador
integral de la expresion (1.10), y es evidente que igualmente funcionara para
el segundo caso.

El lector se dara cuenta que dados los conjuntos de valores, muchos mé-
todos de integraciéon numéricos pueden aplicarse. Por ejemplo, en muchas
discusiones, se usaran en la integracion trapezoidal.

De esta manera, para cada secciéon j, se aplicaran métodos trapezoidales
para obtener el valor de la potencia formal Zél) (1,0; 2) en el punto z cuya
representacion polar es dada por r = (a + 1) j, con angulo 27 (k — 1) /K.
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aj (x+1)j
| | | | |
I I | I I

q 2q .. Qq

Figura 1.5: Intervalos j divididos en @) subsecciones. Imagen tomada del
articulo [3]

Se mostrara que el altimo intervalo j no debera ser evaluado de j = J —1
hasta j = J, pero de j = J — 1 hasta 1, por que corresponde exactamente al
perimetro del circulo unitario.

Esta técnica basica, cuando se itera para obtener potencias formales con
exponentes elevados (como se describe en la Definicion 6), permitira construir
tantas potencias formales como se necesiten. Por supuesto, el error absoluto
decrementaré cuando el nimero de radios K, secciones J, y subsecciones @),
crezcan, pero el requerimiento computacional se elevara.

Se discutira ahora un método para aproximar un conjunto completo de
funciones ortonormales, definidas en la frontera del circulo unitario [10]. Este
sistema completo es especialmente relevante cuando estudiamos problemas
con valores en la frontera para ecuaciones elipticas en derivadas parciales, y
su aplicacion a la ingenieria.

1.3.2 Construccion de una base de funcién ortonormal
para problemas con valores en la frontera

Como se ha probado en trabajos previos |5] y [10], al considerar la parte real
de un conjunto de potencias formales:

{70220 G0}
n=0
en la frontera de la regiéon cerrada €2, se puede obtener un sistema completo
para aproximar soluciones a problemas con valores en la frontera.
Es claro que, desde que se estan obteniendo calculos numéricos, solo se
tomara en cuenta n = 0,1, ..., N exponentes formales.
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Para obtener este conjunto, se ejecutaran calculos numéricos descritos
en la seccion posterior, considerando 2N potencias formales (esto es, N po-
tencias formales para el coeficiente 1 y N para ¢), cada uno con K valores
complejos, igualmente distribuidos en el perimetro del circulo unitario. Se
debera entonces aproximar el conjunto:

™ (1 0 ™) (5 0 N
ReZy" (1,0;2) |r,ReZy" (4,0; 2) |p ;

n=0

donde I' denota la frontera del circulo, considerando solo la parte real de
cada potencia formal Zén) en la frontera I'.

Aplicando una vez mas la interpolacion polinomial cubica, se obtendra un
conjunto de funciones continuas 19én) (1), 1 € [0,27], cada una correspondiente
a cada 2.

Entonces, es posible introducir un producto interno para el conjunto de
funciones 19(()71) (1) basado en la integral de Lebesgue [5]:

27
(o0, 057) = [ e 12

La norma al cuadrado Hﬁ(()") (1) ||* sera definida de la forma tradicional:

1 @1 = (o 0y = [ (o) ar
0

Finalmente, se aplicard el proceso estandar de la ortonormalizacion de
Gram-Schmidt, para obtener un sistema ortonormal de 2N + 1 elementos:

{us (D}, (1.13)

1.3.3 Aplicacién a la ecuacién de la impedancia eléc-
trica

El método numérico planteado anteriormente, ha sido empleado para aproxi-
mar soluciones en una amplia variedad de problemas para ecuaciones elipticas
(ver e.g. [5] v [6]).

Sin embargo, para la presente tesis sera conveniente enfocar nuestra aten-
cion en un problema clasico de la Teoria Electromagnética que tiene especial
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relevancia en la imagen médica: el estudio de las soluciones para la Ecuacion
de la Impedancia Eléctrica (EIE):

V- (oVu) =0, (1.14)

donde o representa la funcion de conductividad y u denota el potencial eléc-
trico, que es de crucial importancia para el problema inverso de (1.14), co-
nocido como TIE.

Tal y como se mencion6 antes, considerando el caso en dos dimensiones, y
asumiendo que la funcion de conductividad puede ser representada por medio
de una funcion de variables separables:

o =0 (z)os(y),

si se introduce las notaciones:

Wevelu_ively p=V2l) (1.15)
ox dy

o1 () ’

la ecuacion (1.14) puede ser reescrita en la ecuacion de Vekua de la forma
(1.8). Como se mostro en la Nota 4, una secuencia generadora con periodo 2
puede ser construida explicitamente, y en consecuencia, todos los procedimi-
entos expuestos anteriormente pueden ser aplicados para obtener una base
ortonormal de la forma (1.13).

De hecho, ya en [7], se mostré que la solucion de un problema con valores
en la frontera para un dominio no circular, considerando una conductividad
o = €Y, y una condicion fronteriza ur = e*, puede ser aproximada empleando
solo 22 potencias formales, alcanzando un error absoluto alrededor de 1.433 x
1079,

Para examinar el rendimiento de los métodos numéricos propuestos, se
presentard algunos resultados obtenidos cuando se consideran cuatro casos
de funciones de conductividad diferentes:

1.

o= esm+sy’

para s € [1,3].

o = (2 + 11s2® + x + 255) (y + 3),
para s € [1,3].
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o ((:c+sl)2+1> <(y+sl)2+1)’

1
3

Sl-

para s € [—

o = (104 cos2msz + cosdmsx + cos 6msx + cos 8msx) -

(10 + sin 27sy + sin 4wsy + sin 6wsy + sin 8wsy),
para s € [1,3].

Estos casos son seleccionados basados en una variedad significativa de los
sistemas ortonormales correspondientes. Es muy importante enfatizar que el
comportamiento de los potenciales eléctricos u,, que emergen de la ecuacion
(1.14) cuando se emplean técnicas matematicas clésicas, es considerado ines-
table |23]. Esto es, cambios significativos de u, son observados en la frontera
I' cuando pequenos cambios en la conductividad ¢ tomaran lugar dentro del
dominio.

Aun cuando este no es el tema principal de la tesis, el lector apreciara que
la perspectiva clasica podria ser reconsiderada cuando el potencial eléctrico
u, se analiza desde el punto de vista de las potencias formales.

También es posible mostrar que el producto interno (1.13) trabajara como
un operador antigradiente en la frontera, pues de acuerdo con las ecuaciones
de Maxwell para el caso estatico, el vector del campo eléctrico E = —Vu,y
tomando en cuenta (1.15), se tendra que:

= (ﬁ*lRezé"), \/E”Imzén)> .

Es importante mencionar que todos los experimentos seran realizados con-
siderando un radio con K = 103, J = 103 secciones, y @ = 10% subsecciones.
Se establece el maximo grado formal n = 10, obteniendo p = 21 funciones
ortonormales .

Para el proposito de esta tesis, se mostraran las graficas que ilustran el
comportamiento de un u, seleccionada para cada caso listado, garantizando
que los patrones de cambio observados de las funciones resultantes se preser-
van.

Siguiendo pasos consecutivos, se incrementa s en 5% del total de los
intervalos de las magnitudes correspondientes a cada ejemplo, mostrando 20
casos por figura.
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1.3.4 Caso exponencial

Este es uno de los ejemplos que exhibe algunos de los cambios uniformes en
los patrones en cada aproximacion u,. Se debe seleccionar p = 4 por que
permite apreciar una clara evolucion en el comportamiento, empezando con
la, onda, posee una amplitud méas grande en o = e**¥, y terminando con la
més pequefia en o = 373V,

La figura 1.6 muestra el valor de 20 casos para w4, como se menciona
anteriormente. El eje horizontal corresponde al perimetro del circulo unitario,
yendo desde 0 hasta 2.

Coeficiente: 5
0.3 T

0.2}

Coeficientes en valor absoluto

-0.4

Perimetro del circulo unitario

Figura 1.6: Familia de funciones uy cuando la conductividad es una funcion
exponencial. Imagen tomada del articulo |3]

1.3.5 Caso polinomial

Este ejemplo es relevante porque los polinomios ciibicos son justamente el
método de interpolaciéon que se usarad para aproximar una seccion de la fun-
cion en variables separables, dando un conjunto de valores de conductividad
dentro de un dominio acotado [18].

Se debe seleccionar el conjunto de funciones a mostrar ug por que se
ilustra un comportamiento estable de los potenciales en la frontera, cuando
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las variaciones de o se llevan a cabo. Para este caso, la funcion de mayor
amplitud de las curvas representan el caso cuando s = 1, y aquella mas
cercana al eje horizontal corresponde a s = 3. Como se puede apreciar en la
figura 1.7.

6 Coeficiente: 1

0.8
0sf

0.4]

Coeficientes en valor absoluto

Q 1 2 3 4 o 6
Perimetro del circulo unitario

Figura 1.7: Funciones ug cuando la conductividad es una polinomial ¢ =
(23 + 11sz® + = + 25) (y + 3). Imagen tomada del articulo [3]

1.3.6 Caso gaussiano

El detalle de patrones de cambio para w4, como para el resto de todas las
funciones ortonormales perteneciendo a esta clase, esta quiza fuera del rango
de esté tesis, porque el caso gaussiano es mejor comprendido aplicando el
analisis de Fourier. Sin embargo, se debe incluir la grafica para exhibir el
comportamiento estable de los potenciales cuando se desplaza el centro de la
gaussiana en dos dimensiones o dentro del circulo unitario. Asi como se ve
en la figura 1.8.
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Coeficiente: 5
0.3 T
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Perimetro del circulo unitario

Figura 1.8: Funciones uy cuando la conductividad es una gaussiana o =

( ; ) ((y+51)2+1>‘ Imagen tomada del articulo [3]

(z4s)2+1

1.3.7 Caso senoidal

Este caso es quiza uno de los mas interesantes, por lo que estas variaciones son
tal vez las més complicadas, tal como corresponde a los ejemplos mostrados
con anterioridad, y provocando potenciales que pueden ser cercanos a aquellos
que se obtienen en imagen médica. Las curvas mostradas pertenecen a la
funcion uy, y todas ellas pueden ser bien descritas como una onda senoidal, en
la cual otras funciones senoidales, con una pequena amplitud, son anadidas.
Remarcando que las frecuencias de todas las ondas no estan armonicamente
relacionadas a cualquier otra. El patréon de cambio para éste caso es localizado
alrededor de las amplitudes y frecuencias de pequenas ondas. Facilmente
apreciado en la figura 1.9.



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Coeficiente: 5

Coeficientes en valor absoluto

Perimetro del circulo unitario

Figura 1.9: Funciones u4 cuando la conductividad es una Senoidal
o = (10 + sin(2wsx) + sin(4wsx) sin(6mwsz) sin(8wsz))(10 + cos(2wsy) +
cos(4msy) + cos(6msy) + cos(8msy)). Imagen tomada del articulo |3]



Capitulo 2

Construccion de funciones de
conductividad en variables
separables.

Se analizara una técnica para obtener secciones de una funcién de conducti-
vidad en variables separables, el cual emplearid un método estandar de inter-
polaciéon en polinomios ctbicos.

El objetivo principal es hacer posible en la practica, mediante el empleo
de la Teoria de las Funciones Pseudoanaliticas en la imagenologia médica, que
permita la construccién de soluciones numeéricas, en términos de las series de
Taylor en potencias formales, de la Ecuacion de Impedancia Eléctrica en dos
dimensiones.

Como se mencion6 antes, una alternativa interesante para resolver (1.1)
apareci6 cuando K. Astala y L. Piivarinté [1| notaron por primera vez que el
caso en dos dimensiones de (1.1) tiene una relacion directa con una clase espe-
cial de la ecuacion de Vekua [22], y V. V. Kravchenko et al. [12] plantearon la
estructura general de las series de Taylor en potencias formales, desarrollado
por L. Bers [2].

También se hara énfasis en que el uso de éstas nuevas herramientas
matematicas permiten aproximar la solucion del problema directo con va-
lores en la frontera para (1.1) con una precision muy alta, una vez que o es
planteada como una funciéon en variables separables [6].

Estos nuevos resultados son muy relevantes para una mejor comprension
de la dindmica de la Ecuacion de Impedancia Eléctrica (EIE). Por lo tanto,
un camino natural a seguir, es investigar los métodos de interpolacién que

25



26 CAPITULO 2. CONSTRUCCION EN VARIABLES SEPARABLES

permitan aplicar estas técnicas novedosas cuando se estudié casos situados
en imagenologia médica.

Este trabajo estda dedicado al andlisis de un método de interpolacion
planteado en [15], que permita obtener una funcién o en variables separa-
bles cuando un conjunto finito de valores de conductividad esté propiamente
definido dentro de un dominio acotado.

2.1 Funciones de conductividad en variables se-
parables definidas por partes.

Considérese un dominio circular acotado con radio igual a 1, y separase dicho
dominio en un conjunto finito de subregiones creadas a través del trazo de
lineas paralelas al eje x5. Por simplicidad se asumird que las lineas paralelas
tienen la misma distancia entre ellas, y estan simétricamente distribuidas
dentro del dominio circular.

Después del procedimiento de seccionar, se observara ¢ subregiones
creadas por el trazo de g — 1 lineas paralelas. Ahora se trazard un nuevo
conjunto de lineas paralelas al eje x5, atravesando precisamente la mitad del
primer conjunto de lineas. Seleccione en cada nueva linea paralela un con-
junto finito de a puntos igualmente distribuidos sobre la linea y dentro del
dominio, asignando a cada punto un valor de conductividad constante.

Teniendo entonces un conjunto finito de a x ¢ valores de conductividad
distribuidos a través de lineas paralelas, cada una de ellas localizada sobre
una subregion del circulo. Siguiendo las ideas planteadas en [15], en la funcion
en variables separables definida por partes tendra la siguiente forma:

z1+A
( E(gll:s—;ﬁ);fl(xz), 122361>1_2; 4
((ézliﬁ))fZ(:Cz); 1-— g >r > 1— g;
X1 . 4 oy
o(x1,13) = o1 (x1) 09 (2) = Co D o)y 1— 322 >1-; -
1, L2 1\X1)02( T2 (z1+A) ‘ a v
e fize); 1-8>u>1-%

o e
L e falwa)y —14 52> -1

Aqui, &, &, ..., &, representa las coordenada z; comin a cada conjunto
de puntos localizados sobre la linea cruzando cada subregiéon, y A es una
constante real tal que x1 + A # 0 dentro del circulo.
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Por otro lado, fy(z2), k = 1,2,...,q son simplemente funciones creadas
por el uso de algoritmos estandares de polinomios ciibicos, cada uno corres-
pondiente a la coleccién de puntos seleccionados sobre las lineas paralelas.

Por simplicidad, se construira el tramo de funcion p? = F7 = Zg;; de
acuerdo a la expresion:

( ((illig))fl(lé); 123 >1— §>
éﬁ?iﬁ%ﬁ(%)v 1—3 > x> 1—33
§3+A) . 4 6.
FOQ _ U(xQ) _ (;+j2)f3<x2)7 - 7 >x>1- 9 (2'2)
o(z1) ((iiiA))ﬁ(ﬁz); 11— g >r>1-— %;
A
L ((:i(iiA))f‘I( 2), —14+2>2> -1



Capitulo 3

Resultados de simulaciones:
estimaciones de error.

3.1 Estimacion del error absoluto y porcentual

3.1.1 Metodologia

Se inicia generando un conjunto de conductividades que, se puede decir,
es significativo por su diversidad. Cada conjunto estara conformado por un
niimero determinado de regiones. Las regiones representaran el eje coorde-
nado y en el espacio creado de conductividades, y para cada regién se creara
un determinado niimero de puntos muestra, que estard determinando el eje
coordenado z.

Con ello se creara un espacio muestra que se denomind conductividad ori-
ginal. Este conjunto de muestras va a servir como parametro de comparacion,
y el ejercicio toma lugar cuando se calcula un espacio de conductividades que
se denominard conductividad interpolada.

Para el calculo de la conductividad interpolada, dentro de un dominio
que para este método serd el circulo unitario, se realiza una serie de divi-
siones, que se denotaran como g-subsecciones. En cada subseccion se realiza
una division que representa un conjunto de conductividades. Este conjunto
de conductividades puede ser definido por el usuario, que serd denominado
puntos muestra por region.

Siendo este un proceso iterativo, se realizara hasta terminar de completar
el dominio que se esta empleando.

Este niimero de regiones y de puntos muestra por region, determinaran el

28
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q1

q>

qs

q+4
(a) Division circulo unitario en g¢- (b) g2-subseccion elegida.
subsecciones.

[61),62).6G).----0w)]
= falx)
(c) Divisién de la go-subseccion. (d) Muestreo de las conductividades en

la go-subseccién.

(e) Conductividades representadas en  (f) Proceso iterativo hasta completar
variables separables. el circulo unitario.

Figura 3.1: Metodologia empleada para la construccion del método de in-
terpolacion.
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costo computacional del método. Entonces se crean dos matrices de conduc-
tividad, una original y otra interpolada, entre las que se efectiia una resta
matricial.

En resumen, se siguen los pasos:

1. Seleccionar un dominio, el cual serd dividido en g-subsecciones.
2. Seleccionamos una subseccion.
3. Se divide la subseccion.

4. Las muestras que se obtienen representan la conductividad para esa
seccién en particular.

5. Las conductividades mostradas son forzadas a presentarse en términos
de variables separables.

6. Y el proceso se repite hasta completar el dominio que se selecciono.

Este procedimiento es ilustrado en las graficas de la figura 3.1.

Se debe recordar que la conductividad original estd basada en una fun-
cion cuya representacion analitica es conocida, y pertenece a un conjunto de
funciones que se consideran entre los mas relevantes:

o=o(x)os(y).

Una vez que se selecciona la funcion del conjunto, se elige el niimero de
regiones totales y puntos muestra por region, y se obtiene el error absoluto:

Eaps = (Uor - Uint)Q (3~1)

donde E4pg es el error absoluto, oor estara determinando a la conductividad
original y la oj,¢ estaré representando a la conductividad interpolada.

Esta funcion de error otorga una matriz por la diferencia entre la conduc-
tividad original y la interpolada.

Para garantizar que el método funciona de forma correcta, se decidié
obtener, por cada iteracion, el maximo error absoluto. Esto debido a que este
punto ayudara a aproximar poco a poco una mejor funciéon de interpolacion.

Asi se obtendra una conductividad aproximada con mejor definicion, ya
que se modifica poco a poco hasta acercarse lo suficiente a la conductividad
original desde el punto de vista numérico.
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Entonces, obteniendo una matriz que contiene el tamano maximo de re-
giones y el tamano maximo de puntos muestra por region, llena de los errores
méximos calculados por la diferencia entre la conductividad original y la in-
terpolada, de acuerdo con (3.1). Esta matriz de error absoluto presentara
un punto méaximo en el menor nimero de muestras y regiones, y dicho er-
ror maximo eventualmente ird decreciendo conforme aumenten el nimero de
regiones y de puntos muestra por region.

Por otro lado, para el error porcentual se aplica el mismo procedimiento
que en el error absoluto, solo que se multiplica por 100 y se divide entre la
conductividad original, lo que proporciona un error en términos de porcen-
taje:

(oor — gipt)?

gor

8POR = x 100. (32)

El lector puede apreciar que se estd usando la misma expresion que en el
caso del error absoluto (3.1), alterada por un factor de 100.

Estas ecuaciones proporcionan el comportamiento de la funcién de con-
ductividad interpolada, a partir de la representacién analitica que es cono-
cida.

Entonces la simulacién comienza eligiendo un conjunto de funciones con
representacioén analitica, recordando que se tendran, por cada caso, dos al-
ternativas: el ntimero de regiones, y el ntmero de muestras por region.

3.1.2 Conductividad con forma exponencial

El primer caso es:

o =¢e

Las graficas que se muestran a continuacioén representan el primer caso
de las funciones exponenciales. Estas graficas 3.2 muestran el error absoluto
de la ecuacion que se emplea. El error porcentual se ilustra en la figura 3.3.

Como se puede ver, el error maximo se presenta en los casos correspon-
dientes a pocos puntos muestra y pocas regiones, y va disminuyendo consi-
derablemente conforme se aumentan.

Un experimento complementario, necesario para calcular las potencias
formales, corresponde a la expresion:

o=e€
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Error Absoluto Gréfica e('8'®¥)-1520) ¢ 3D
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Figura 3.4: Error absoluto de la estimacion de la funcion o = e* Y.

y puntos muestran arrojan las siguientes graficas 3.4. Y presentando el error
porcentual en la figura 3.5.

Como se puede ver, de nuevo el error maximo se presenta en las primeras
regiones y puntos muestra, y va disminuyendo considerablemente conforme
se aumenta el namero de regiones.

Con estos datos, el lector podra darse cuenta que la reconstruccion de la
funcion para este caso en particular también es aceptable.

El mismo comportamiento se presenta al considerar las parejas de funcio-

nes:
{€2$+2y’ 62w—2y} ’ {€3x+3y’ 63:1:—33/} 7 {64a:+4y’ 64:{:—41/} ]

Con base en esto se puede afirmar que la reconstruccion de la funcion
exponencial en variables separables, puede llevarse a cabo y arrojar buenos
resultados. Mas adelante habran de mostrarse mayores detalles al respecto.

3.1.3 Conductividad con forma polinomial

Continuando con la dindmica del ejercicio anterior, la atenciéon ahora se cen-
tra en el caso de una conductividad polinomial. Especificamente, de poli-
nomio cibico, variando Gnicamente uno de sus coeficientes, para llegar a los
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Error Porcentual Gréfica (11529 ¢ 3D
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Figura 3.5: Error porcentual de la estimacion de la funcion o = e*7V.

resultados que se mostraran a continuacioén.

Similar al caso exponencial, en cada caso se tendraan dos ecuaciones, en
donde una secciéon muestra la multiplicacion de dos polinomios, y en otra su
razon o division.

Esto corresponde al hecho de que estos dos casos componen el conjunto
completo de informacioén necesaria para aproximar la secuencia generadora.

Para el primer caso se empleara la expresion:

o = (ay+B)(ax® + bz® + cx + d);
donde a=1,=3,a=1,b=11,c=1,d = 25.

Las graficas generadas en la figura 3.6 para el error absoluto y en la
figura 3.7 para el error porcentual, muestran que el error maximo se encuen-
tra en las primeras regiones y puntos muestra, lo que permite suponer que
el comportamiento sera similar a los ejercicios antes mencionados del caso
exponencial.

Por ello se puede mencionar que el error continuara disminuyendo mien-
tras vaya aumentando el nimero de regiones.

Si bien las graficas obtenidas en el error porcentual mostradas en la figura
3.7 son muy similares a las mostradas en el error absoluto en la figura 3.6,
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Error Absoluto Gréfica (1s1 (x)+3)*(132(y)3+1182(y)2+132(y)+25) en 3D
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Figura 3.6: Error absoluto de la estimacion de la funcion o = (1y +3) (123 +
112% + 1z + 25).

Error Porcentual Grafica (151(x)+3)* (152(y)*+1152(y)?+152(y)+25) en 3D
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Figura 3.7: Error porcentual de la estimacion de la funcion o = (ly +

3) (123 + 112% + 1z + 25).
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no son iguales. Sin embargo se puede apreciar que el error va disminuyendo
mientras el nimero de regiones y puntos va aumentando.
Por otro lado se tiene:

(ay + B) ,
(az® + bz + cx +d)’
donde a=1,4=3,a=1,b=11,c=1,d = 25.

Para hacer énfasis en que no es un ejercicio trivial, se estdn empleando
los mismos coeficientes, pero estia vez todo lo que estd con respecto a = se
presenta dividiendo en la ecuacion. Para este caso particular las graficas de
error absoluto se pueden observar en la figura 3.8, y el error porcentual como
se aprecia en la figura 3.9.

Error Absoluto Gréfica (1s1(x)+3)/(152(y)%+11s2(y)?+1s2(y)+25) en 3D
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Figura 3.8: Error absoluto de la estimacion de la funcion o =

(ly+3)
(1z3+11x2+12+25) "

Es facil percibir que las graficas mostradas en la figura 3.8 ilustran el
mismo comportamiento que el del ejemplo anterior.
El mismo comportamiento se puede verificar para los casos b = 11, 50, 100.

A partir de estos ejemplos, el lector puede percibir que lo que se busca
en estos ejercicios no es solo caracterizar el método de interpolacion, sino
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Error Porcentual Grafica (181(x)+3)/(152(y)*+11s2(y)%+152(y)+25) en 3D
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Figura 3.9: Error porcentual de la estimacion de la funcion o =

(1y+3)
(1z3+11x2+12+25) "

comenzar a sustentar la reconstrucciéon de la funcion de conductividad.

3.1.4 Conductividad con forma senoidal

Para la presente caracterizacion se debe tener una expresion que presente
comportamiento distinto con base en el estudio de los potenciales en la fron-
tera |16]. Por esta razén ahora se estudiara el caso senoidal.

Es bien sabido que el comportamiento de las funciones trigonométricas
seno y coseno es regular, empero no es sencillo prever como se comportaré
una conductividad representada por la combinacion de estas funciones para
cada uno de los ejercicios.

Para investigar su comportamiento, se seguird con la dinamica de los
ejercicios anteriores. Recordando que el seno y el coseno se desvanecen para
ciertos argumentos, y para evitar que la conductividad se desvanezca o se
indetermine en un punto, se sumara una constante.
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Para nuestro primer caso, se emplea una expresion de la forma:

(K + sin(ax) + sin(Bz) + sin(yz) + sin(éz))
(K + cos(ay) + cos(By) + cos(vy) + cos(0y));
a=2m,0=4mr,v=6m46=8r, K = 10.

Las graficas para error absoluto se presentan en las figuras 3.10 y 3.11.

Error Absoluto Grafica Senoidal Original en 3D
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Figura 3.10: Error absoluto de la estimacion de la funcion o = (10 +
sin(2mx)+sin(4rx)+sin(67x)+sin(87z) ) (10+cos(2my ) +cos(4ry ) +cos(67y )+
cos(8my))

Aqui es facil ver que el error absoluto se comporta de manera distinta a
los casos anteriores, lo que refuerza la singularidad del ejemplo considerado.
También se puede observar que el error va disminuyendo, como ya se habia
mostrado en ejercicios previos, pero lo hace de una manera muy diferente re-
specto a los ejercicios antes vistos. Empero, una vez superados cierto niimero
de regiones y de puntos muestra por region, las graficas muestran que el error
disminuye, por lo que la aproximaciéon se puede considerar factible. En 3.11
se tiene el error porcentual.

Siguiendo con el método experimental, y considerando la razon entre las
funciones que dependen de x y las que dependen de y, de forma tal que
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Error Porcentual Gréfica Senoidal Original en 3D
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Figura 3.11: Error porcentual de la estimacion de la funcion o = (10 +
sin(27z)+sin(4mx)+sin(67z)+sin(8mx) ) (10+cos(2my ) +cos(4dmy)+cos(6my)+
cos(8my))

(K + sin(ax) + sin(Bz) 4 sin(yz) + sin(dx))
(K + cos(ay) + cos(By) + cos(yy) + cos(y) ’
a=2m, 0 =4r,v=06m0=8r, K =10.

El comportamiento del error se presentan en las figuras 3.12 y 3.13.

En las gréficas porcentuales generadas, se puede ver de nuevo que mientras
mayor es el nimero de regiones y de puntos muestra por region, mejor sera
la reconstruccion.

Comportamientos muy similares se presentan para la pareja de funciones:

o = (K +sin(az) + sin(fx) + 10sin(yx) + sin(dz)) -
(K + cos(ay) + cos(By) + cos(vy) + cos(0y));
donde o =2m, (3 =4n,~v=06md=28nr, K =10,

(K + sin(ay) + sin(By) + 10sin(yy) + sin(dy)
(K + cos(ax) + cos(fz) + cos(yx) + cos(dx) ’
donde o« =2m, 3 =4n,v=6m,d6=28nr, K =10;
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Error Absoluto Grafica Senoidal Original en 3D
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Figura 3.12: Error absoluto de la estimacion de la funcion o =

(10+cos(2my)+cos(4my)+cos(67y)+cos(87y))
(10+sin(2mz)+sin(4nz)+sin(67z)+sin(8rx))

asi como para
o = (K +sin(ax) + sin(fx) + 100 sin(vyx) + sin(dz))
donde (K + cos(ay) + cos(Sy) + cos(vyy) + cos(dy));
a=2m,0=4r,v=6m0 =8r, K =10.

. (K + sin(ay) + sin(By) + 100 sin(yy) + sin(dy))
B (K + cos(ax) + cos(fBx) + cos(yz) + cos(dz)
donde o =2m, 3 =4n,~v=06md=28r, K = 10;

y también para
o = (K +sin(ay) + sin(By) + sin(yy) + sin(dy)
(K + cos(ax) + cos(fz) + 10 cos(vyz) + cos(0z);
donde o =27,8=4nr,v=6m0=8r, K = 10;

. (K + sin(ay) + sin(By) + sin(yy) + sin(dy))
(K + cos(ax) + cos(Bx) + 10 cos(yx) + cos(dx))’
donde « =2m, 3 =4n,~v=6m,d6=28nr, K =10.
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Error Porcentual Gréfica Senoidal Original en 3D
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Figura 3.13: Error porcentual de la estimacion de la funciéon o =

(104-cos(2my)+cos(4my)+cos(6my)+cos(8my))
(10+sin(27z)+sin(4nz)+sin(6nz)+sin(8rx))

Es relevante mencionar que este caso fue muy interesante, por que permi-
ti6 observar excepciones para la convergencia del método usando un ntmero
relativamente pequeno de muestras y regiones. Esto puede inferirse de las
técnicas fundamentales de muestreo de senales, pues al aumentar la frecuen-
cia de las componentes seniodales, también deben aumentarse las regiones
y los puntos muestra. De otra manera, el comportamiento del error de la
reconstruccion se torna por demas irregular.

3.1.5 Conductividad con forma gaussiana

Como el lector puede inferir, para esta funciéon deben existir varios casos de
analisis, debido a que se busco que la gaussiana siempre tuviera su maximo
o minimo en el centro, antes de variar la posicion de la funcion.

Esto garantiza poder apreciar como se comporta el error absoluto y por-
centual, determinando si es posible realizar la reconstruccion. Para ello, se
plantearon seis diferentes ecuaciones, donde la conductividad original se mul-
tiplica y se divide, siguiendo la metodologia ya antes presentada.



42 CAPITULO 3. RESULTADOS

Para el desarrollo de este ejercicio emplearemos la siguiente expresion:
1 1
o= .
241 y? +1

Error Absoluto Gréfica (1/(s1(x)%+1e0))*(1/(s2(y)?+1e0)) en 3D
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Figura 3.14: Error absoluto de la estimacion de la funcion o =

(#5) ()

En la grafica 3.14 es facil apreciar que el patréon antes detectado se
preserva, pues el error disminuye conforme el niimero de regiones y puntos
muestra aumentan. Esto se observa en todos los casos, por lo que se puede
inferir que la reconstruccion de la funciéon serd correcta.

Empleando las reglas que se han usado en todos los casos anteriores, se
analiza la expresion:

y* +1
o241

Es posible apreciar en las graficas el error absoluto mostradas en 3.15,
que el error disminuye conforme el nimero de regiones aumenta. De nuevo,
se infiere que la reconstruccioén sera correcta.

El patron de decrecimiento de error se preserva para los pares de casos:
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22+ 10
o= ;
y? +10°
e Caso 2
1 1
o= ;
22 4+0.01) \y2+0.01/"
2% 4 0.01
0= —"-"—;
y? +0.01°
e Caso 3
B 1 1
=\ 1100/ \y2+100)"
x% 4+ 100
o= ——.
y2 + 100

Se infiere un comportamiento similar para casos sucesivos.

Si bien el caso gaussiano fue de gran interés debido a que con el se pueden
modelar algunas de las afecciones del cuerpo humano, este caso ademés pro-
porcioné muchas cosas de que hablar, como el hecho de poder intentar una
reconstrucciéon sabiendo que el error estimado era demasiado alto, y que podia
disminuir con procedimientos similares a los casos anteriores.

3.2 Tablas de errores absolutos y errores por-
centuales

A continuacion se presentan tablas con los errores obtenidos en cada ejercicio,
de acuerdo a la expresion matematica empleada, para poder compararlas
entre si y ver como se va comportando el error.

El objetivo es mostrar el maximo error encontrado en una region, y punto
muestra por region, para poder establecer una comparacion que ilustre el
comportamiento de las funciones de interpolacion empleadas.

Como se ha podido apreciar en el calculo de los errores tanto absolutos
como porcentuales, el error maximo solo se encuentra en las primeras regiones
y puntos muestra, y se obtiene el error minimo conforme se va aumentando
el nimero de regiones y puntos muestra.
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0 = 0i(x)oa(y) | o = 2
caso 1 2.0398 2.0398
caso 2 12.1682 12.1682
caso 3 59.5876 59.5876
caso 4 267.1187 267.1187

Tabla 3.1: Error absoluto exponencial.

o=o1(x)os(y) | o= ng;

caso 1 250.1632 261.6952

caso 2 2.11E+003 2.18E+003
caso 3 1.59E+004 1.64E+004
caso 4 1.17E+4005 1.21E+005
Tabla 3.2: Error porcentual exponencial.

Ahora bien, en el estudio de las funciones exactas, es facil establecer el
alcance del método en cuanto a los errores obtenidos, y esto permite deter-
minar el comportamiento de las expresiones, viendo las graficas y las tablas
de error de dichas funciones.

Es facil apreciar que el método arroja buenos resultados, lo que indica
que el ejercicio permitira hacer la reconstruccion de la funcion empleando el
método propuesto.
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0 =01(x)oa(y) | 0 = 24
caso 1 21.3103 21.3103
caso 2 31.1672 31.1672
caso 3 47.3113 47.3113

Tabla 3.3: Error absoluto polinomial.

o=o1(x)os(y) | o= ngzg
caso 1 37.7994 42.3376
caso 2 37.7994 42.3376
caso 3 37.7994 42.3376

Tabla 3.4: Error porcentual polinomial.

0 =0oi(@)os(y) | o =2
caso 1 345.3914 345.3914
caso 2 2.48E+003 2.48E+003
caso 3 3.03E+004 3.03E+004
caso 4 672.6043 672.6043
caso 5 3.94E+003 3.94E+003
caso 6 3.79E+004 3.79E+004
caso 7 6.45E-+004 6.45E+004
caso 8 361.1821 361.1821
caso 9 376.9062 376.9062

Tabla 3.5: Error absoluto senoidal.
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o =oi(2)os(y) | o= 2Y
caso 1 364.21 376.4824
caso 2 1.85E+4006 1.86E+006
caso 3 6.05E-+006 6.07E+006
caso 4 374.21 376.6043
caso b 374.21 376.4824
caso 6 4.66E-+004 4.68E+004
caso 7 5.88E+004 5.88E-+004
caso 8 374.21 376.4824
caso 9 374.21 376.9062

Tabla 3.6: Error porcentual senoidal.

o =o1(x)os(y) | o =24
caso 1 0.4644 0.4644
caso 2 7.13E-004 7.13E-004
caso 3 9.35E-+003 9.35E+003
caso 4 1.61E-006 1.61E-006
caso 5 9.45E-+007 9.45E+007
caso 0 1.61E-010 1.61E-010

Tabla 3.7: Error absoluto gaussiana.

0 =o01(x)os(y) | o =24
caso 1 92.8895 99.242
caso 2 7.8426 11.3942
caso 3 9.61E-+003 9.76E-+003
caso 4 1.6071 2.6094
caso 5 1.05E+4006 1.06E+006
caso 6 1.6071 1.6431

Tabla 3.8: Error porcentual gaussiana.
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Capitulo 4

Reconstruccion empleando el
método de interpolacion.

4.0.1 Metodologia

Siguiendo un procedimiento idéntico al descrito en la subseccion 3.1.1, se
ilustrara el método de interpolacién empleando cromatogramas dentro del
circulo unitario, que ha sido el dominio por excelencia en este texto.

El objetivo es ilustrar el proceso iterativo para la reconstrucciéon de una
funcién de conductividad, permitiendo una apreciacion gradual en forma gra-
fica. Comenzando en 11 regiones y en 11 puntos muestra por region, y ter-
minando en 201 regiones y 201 puntos por region, el lector podra apreciar el
procedimiento que permite la interpolacion en variables separables, columna
vertebral de esta tesis.

Para ello, se evocan las ilustraciones de las figuras 3.1, citando de nueva
cuenta los pasos que describen el algoritmo:

1. Seleccionar un dominio, el cual sera dividido en g-subsecciones.
2. Seleccionamos una subseccion.
3. Se divide la subseccion.

4. Las muestras que se obtienen representan la conductividad para esa
seccion en particular.

5. Las conductividades mostradas son forzadas a presentarse en términos
de variables separables.
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6. Y el proceso se repite hasta completar el dominio que se selecciono.

4.0.2 Conductividad con forma exponencial

Este primer caso se ocupa de la funcién

ilustrando el procedimiento en 4.1.

Es facil observar como se va aproximando la conductividad interpolada
conforme se avance en el niimero de regiones y puntos muestra por region, y
practicamente deja de notarse un cambio alguno a partir de la region 101 y
puntos muestra 101.

Continuando con lo ya descrito, la nueva ecuacién a emplear es:

o=¢e"Y

El conjunto de gréaficas que se generan debido al empleo de dicha ecuacion,
se puede apreciar en la figura 4.2.
Los mismos patrones de convergencia se observan para los casos:

1.

_ 2x+2y 2x—2y.
=e 9 )

o o =¢e€

_ 3x+3y _ 3x—3y.
=e€ ’ =e I

o o etc.

4.0.3 Conductividad con forma polinomial

Si bien hay polinomios méas complejos que el que se esta empleando, se decidié
emplear éste debido a la complejidad y el costo computacional que representa
para las herramientas matematicas empleadas.

A continuacion se presentan algunos casos particulares para poder ver el
comportamiento de la funcién. Para este caso se decidi6é emplear:

o = (ay+pP)(az® +br* + cx + d)
donde a=1,=3,a=1,b=11,c=1,d = 25;

Luego se obtuvieron las siguientes graficas mostradas en la figura 4.3.
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Funcion Original exp(X+Y)
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Figura 4.1: Secuencia de reconstruccion e*+¥
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Funcion Interpolada FuncPoli-caso1-b11-normal 11 puntos - 11 regiones
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Figura 4.3: Secuencia de reconstruccion (ay + 8)(ax® + bz? + cx + d)
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En el estudio de las gréafias, es facil darse cuenta que la aproximacion
obtenida en la conductividad interpolada contra la conductividad original
presenta un error minimo en la region 201 y puntos muestra por regiéon en
201, mostrado en el conjunto de graficas de arriba, por otro lado se presenta
la peor simulacién y el error mas alto de la simulacién en la region 11 y
puntos muestra por region en 11, a pesar de ello se puede ver y comparar
contra la conductividad original y ya es reconocible. El error es imperceptible
a partir de la region 101 y puntos muestra por region 101.

Para continuar con la metodologia descrita en esta ocasion se empleara
una modificaciéon a la ecuacion como se muestra a continuacion:

(ay + )
(ax® + bx? 4 cx + d)
donde a=1,4=3,a=1,b=11,c=1,d = 25;

Donde se genera la simulacién que es representada en el siguiente conjunto
de graficas ilustradas en la figura 4.4.

La simulaciéon de estos ejercicios, permiti6é confirmar que, la peor recons-
truccién se ubica en la region 11 y 11 puntos muestra por regiéon, y mostrando
la mejor reconstruccion cuando se tienen 201 regiones y 201 puntos muestra
por regién, ya que el error entre la conductividad original y la interpolada
es muy pequeno para ser percibido por el ojo humano, pero a partir de la
simulacion con 101 regiones y 101 puntos muestra por regién ya casi no se
puede ver la diferencia, demostrando la efectividad del método.

4.0.4 Conductividad con forma senoidal

Uno de los casos més estudiados, debido a que las ecuaciones aqui empleadas
tienen un comportamiento muy peculiar. Por lo general, lleva a generar cir-
cunferencias como se podré ver en los casos que se estudiaran en esta seccion.

Existe una razén muy importante por la cual esta clase de ejercicios
se vuelven obligatorios dentro de un proceso de caracterizacion, ya que
muchas veces llega a presentar problemas debido a que en estas funciones
trigonométricas pueden tener un poco de oscilaciones.

Para este caso se empleara la siguiente ecuacion, con los coeficientes que
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se muestran a continucion:

o = (K +sin(azx) +sin(fz) + sin(yz) + sin(dx))
(K + cos(ay) + cos(By) + cos(yy) + cos(0y)
donde o =27w,[3 =4nr,v=6m0=8r, K = 10.

En la siguiente simulacién se obtiene el siguiente conjunto de gréficas
ilustradas en la figura 4.5.

Para este sencillo ejercicio se puede ver que se tiene la mejor aproximacion
al momento de usar 201 regiones y 201 puntos muestra por regién, en esta
grafica el error es minimo lo que hace que a simple vista la reconstruccion haya
sido perfecta. Lejos de esto es debido a la diferencia minima que existe entre
la conductividad original y la conductividad interpolada, como ya se habia
mencionado anteriormente se realiza una serie de iteraciones para aproximar
la conductividad interpolada a la original esto debido a que la ecuacion que
rige este estudio es un problema de tipo inverso.

Por lo mismo en la primera iteracion que empieza en 11 regiones y 11
puntos muestra por regiéon se muestra la peor aproximaciéon teniendo un error
considerable ya que aqui se puede ver a simple vista que la reconstruccion es
buena.

Ahora continuando con la metodologia se emplea la siguiente ecuacion
con los mismos coeficientes:

(K + cos(ay) + cos(By) + cos(yy) + cos(dy)
(K + sin(ax) + sin(fBz) + sin(yz) + sin(dz))
donde o =27m,3=4nr,v=6m0=8r, K =10.

En la siguiente simulacion que se muestra en 4.6.

Ahora bien como ya se habia mostrado en la seccion de estimacion del
error, se confirma que era posible reconstruir la funcién teniendo su peor
grafica en 11 regiones y 11 puntos muestra por regién, y la mejor en 201
regiones y 201 puntos muestra por region, en esta simulacion de igual forma se
puede apreciar que a partir de la region 101 y 101 puntos muestra por region
la diferencia entre la conductividad original y la conductividad interpolada
es minima lo que la hace imperceptible a simple vista.

Un caso que vale la pena mencionar, continuando con las simulaciones,
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Figura 4.5: Secuencia de reconstruccion (K + sin(amz) + sin(frz) +
sin(ymx) + sin(dmwz)) (K + cos(amz) + cos(frz) + cos(ymx) + cos(dmzx))
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(K+cos(amy)+cos(Bmry)+cos(yry)+cos(dmy))

(K+sin(amrz)+sin(Brz)+sin(ymrx)+sin(drz))
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corresponde a:

g

(K + sin(ax) + sin(fBz) + sin(yz) + sin(dx))
(K + cos(ay) + cos(By) + cos(100yy) + cos(dy)
donde a=27r,0=4r,v=06m,0=8r, K =10

En donde al emplear la expresion arriba descrita se genera el conjunto de
graficas que se pueden observar en la figura 4.7.

Una vez més, al momento de la reconstruccion del método, casi se llego
al objetivo. Es decir, se puede ver que la recosntruccién necesitaba por lo
menos otras 50 regiones, pero dadas las condiciones de la experimentacion,
se decidi6 mantener este niimero de regiones y de puntos.

No se realizaron més simulaciones empleando mas regiones por que el
costo computacional se elevoé considerablemente, pero se esta viendo la posi-
bilidad de estudiar de mejor forma este caso en particular.

Ahora continuando con la metodologia se emplea la siguiente ecuacion
con los mismos coeficientes:

(K + cos(ay) + cos(By) + cos(100vy) + cos(0y)
(K + sin(aur) + sin(fx) + sin(vyx) + sin(dx))
donde a=2m,B=4n,v=6m,d=8nr, K =10

g =

Al emplear la expresion arriba descrita se llega a la simulacién en donde
se obtiene 4.8.

Este caso en particular proporcion6 mucha informaciéon por que permitio
un andlisis sobre la posibilidad de ir aumentando el niimero de regiones y el
numero de puntos muestra por regiéon y asi poder tener una mejor reconstruc-
cion y un error cada vez mas pequeno. Por otro lado el costo computacional
aumenta considerablemente, si bien la aproximacion que se realiz6 fue muy
buena, la informacién que se presenta gracias a la secuencia de gréficas, per-
mite inferir que se requieren mas regiones y puntos muestra.

Si bien este conjunto de casos que conforman la parte de las funciones
senoidales fue muy particular, permitié inferir un poco en la forma en la
que se plantea la ecuacion. Al momento de que se elige la ecuacion y se
pone en términos de variables separables, se pasa al método de inteporlacion
para reconstruirla, lo que proporciona muchisima informacién y se planea
continuar estudiando estos casos, debido a la importancia médica que se
tiene.
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Lo mas interesante del método y lo que mas aportes dio, fue el estudio de
las identidades trigonométricas y la buisqueda de funciones que en variables
separables puedan igualar dichas ecuaciones.

4.0.5 Conductividad con forma gaussiana

Este conjunto de ecuaciones formaran parte de la caracterizacion que tiene
por objeto ver hasta donde es capaz de llegar el método de recontruccion
empleando la interpolacién en variables separables.

Una sencilla y obvia expresion se puede seguir para este caso al emplear
la siguiente ecuacién, que describe una gaussiana con centro en el origen:

i (;ﬁil) (y21+1)'

A continuacién las gréaficas generadas por la simulaciéon empleando el
método de interpolacion en variables separables como se puede observar en
la figura 4.9.

Para este caso es posible ver que la reconstruccién fue hecha de forma
correcta, lo que comprueba que es posible reconstruir las funciones de este
tipo. Sin embargo, se estd tratando con el caso basico. Se puede ver que se
tiene una reconstrucciéon buena a partir de las 101 regiones y 101 puntos
muestra por region, teniendo como resultado la mejor aproximacion en las
201 regiones y 201 puntos totales y encontrandose la peor en las 11 regiones
y 11 puntos muestra por region.

Ahora una modificacién a la ecuacién usada en este caso:

z2+1
o = .
y*+1

A continuacion se presentan las graficas generadas por la simulacion 4.10.

Ahora como se puede inferir en este ejercicio de reconstruccion, por una
parte se tiene que la peor reconstruccion es lograda al emplear 11 regiones
y 11 puntos muestra por regién, teniendo como la mejor reconstruccion la
generada cuando se usan 201 regiones y 201 puntos muestra, por otro lado
a partir de la region 101 y 101 puntos muestra por region se puede apreciar
que el error obtenido de la diferencia entre la conductividad original y la
conductividad interpolada es minima.
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Continuando con los experimentos ahora una variaciéon toma lugar para
este caso en donde la siguiente ecuacion describe una gaussiana con centro

en el origen:
1 1
o= .
2410/ \y?> + 10

A continuaciéon las graficas generadas por la simulacién empleando el
método de interpolacién en variables separables que se puede apreciar en la
figura 4.11.

En este ejercicio como se puede ver en las graficas obtenidas en la simula-
cion facilmente apreciada en la figura 4.11, no hay mucha diferencia contra la
mostrada en el caso anterior, esto debido a que sigue siendo una gaussiana en
el origen y la amplitud de su circunferencia no varia mucho, pero es posible
ver que se trata de un ejercicio diferente por la ecuacion empleada.

Ahora una modificacién a la ecuacién usada en este caso:

2+ 10
oc=——.
y? + 10

A continuaciéon las graficas generadas por la simulacién empleando el
método de interpolaciéon en variables separables que se puede seguir en la
figura 4.12.

A continuacién las gréaficas generadas por la simulaciéon empleando el
método de interpolacion en variables separables y se puede observar en la
imagen 4.13, correspondientes a:

1 1
o = .
($2 + 0.01) <y2 + 0.01)

Aqui se ve una gran diferencia contra los casos anteriores por que ahora
lo que se hizo es tomar una circunferencia muy pequena como se ve en la
ecuacion, dadas las condiciones de la presente secuencia de graficas es posible
ver que el método fue capaz de reconstruir la funciéon empleando 201 regiones
y 201 puntos muestra por regiéon como se confirmé con la estimacion del error
y sugiriendo que es posible reconstruir a pesar de que el pico generado sea
pequeno.

Ahora una modificacién a la ecuacion usada en este caso:

% +0.01

T yroor
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que genera las graficas 4.14.

A lo largo de las diferentes simulaciones que se desarrollaron para la ex-
presion gaussiana, se pudo determinar que el error va disminuyendo conforme
se aumente el nimero de regiones y puntos muestra por region. Lo que demu-
estra que teniendo 11 regiones y 11 puntos muestra por region se obtendré
una recontruccion mala, pero al emplear 201 regiones y 201 puntos muestra
por regiéon se puede alcanzar la mejor reconstruccion. Esto nos dice que el
método que se propone en este texto es capaz de mostrar buenos resultados,
para expresiones del tipo gaussianos. Mostrando que el aumento de las regio-
nes y de los puntos muestra por regiéon, provocara una mejor reconstruccion,
en donde cabe mencionar que el método funciona.



Conclusiones

A lo largo de las simulaciones que tenian como objetivo estimar el error
absoluto y porcentual, permitié6 observar un patréon en donde el niimero de
regiones y puntos muestra por region, fue relevante para poder establecer
una comparativa y una comprension del comportamiento de la dindmica de
las expresiones empleadas.

Se puede senalar que el patréon para la mayoria de las simulaciones fue
constante, es decir mientras mayor fuese el nimero de regiones y puntos
muestra por regién, menor seria el error, y en caso contrario al momento
de que se emplearon pocas regiones y puntos muestra por regon, el error se
incremento considerablemente. Todo esto puede ser observado y apreciado en
la seccion que versa sobre la estimacién de los errores absoluto y porcentual.

La estimacion de los errores absoluto y porcentual, nos permitié conocer
como método a priori que la reconstruccion seria posible, e inclusive per-
miti6 hacer predicciones sobre el comportamiento que tendria el proceso de
reconstruccion de las funciones exactas empleadas.

Teniendo como base que la estimacion del error absoluto y porcentual, di6
como resultado la posibilidad de emplear la funcién estudiada, para buscar
una posible reconstruccién empleando el método aqui propuesto.

En donde, cabe mencionar que el patron que se busco fue, que a mayor
ntimero de regiones y mayor ntimero de puntos muestra por region, mejor
serfa la reconstruccion empleando este método. Con se puede afirmar que
mientras el nimero de regiones asi como el nimero de puntos muestra por
region aumenten, se lograrda una mejor reconstruccion.

En todos los casos mostrados en este texto, se pudo demostrar que el
método de interpolacion seria posible, teniendo como base que la funcién a
ser estudiada fuese en variables separables. En las expresiones exponenciales
no se presentd problema alguno tanto en la estimacion del error absoluto y
porcentual asi como en la reconstruccion. Para las expresiones polinomiales
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no se presentd problema alguno al momento de estimarse el error absoluto
y porcentual, pudiendo demostrar que la reconstruccién es factible. En el
caso de las expresiones gaussianas, se pudo determinar el mismo patron con-
stante en todos las simulaciones desarrolladas, mostrando un error absoluto
y porcentual, asi como reconstrucciones aceptables. Por otro lado el reto fue
encontrar una funcioén en variables separables para el caso de las expresiones
senoidales, puesto que no siempre se puede garantizar que la expresion sea
en términos de variables separables, y debido a las oscilaciones que se pueden
presentar cuando se altera uno de los argumentos de la expresion, resulté un
tanto interesante el desarrollo de las simulaciones. En donde se pudo deter-
minar que las simulaciones desarrolladas fueron exitosas para los casos aqui
mostrados.

4.1 Sumario de contenidos

Para este trabajo, se tiene una serie de capitulos que detallan a grandes ras-
gos en el contexto matematico, como se desarrollé el método de interpolacion
en variables separables. Teniendo su principal fundamento en el capitulo 1,
donde se habla sobre los conceptos generales, detallando sobre la contruccion
de las potencias formales, basados en los elementos de la funciones pseu-
doanaliticas.

Dando paso asi a una breve explicaciéon que versa sobre la construcciéon
del método de interpolacion en variables separables, donde se puede apreciar
de forma mas clara la razéon de por qué se emplean dos tipos de ecuaciones:
se tiene una clara multiplicacién y en otra su razén o divisiéon. Teniendo
esto en cuenta, se puede observar que al emplear funciones matematicas
exactas, es necesario contar con un capitulo de resultados donde se explique
la metodologia que se siguié para poder obtener, primero, una estimacion del
error absoluto y porcentual, demostrando que el método es factible.

Con ello, se llega a un capitulo mas donde se versa sobre el método de
reconstruccion de las funciones matematicas cuya representacion analitica
es conocida, demostrando su efectividad para un conjunto de expresiones
exponenciales, gaussianas, senoidales y polinomiales.

Mencionado esto, en la parte de la simulacién se pudo observar que en
la reconstruccion es necesario tener por lo menos 100 regiones y 100 puntos
muestra por region para la mayoria de los casos. La parte de la estimacion
del error se puede emplear para estimar a priori la efectividad del método
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sobre el cual versa este texto.

4.2 Publicaciones internacionales

Durante la presente tesis se llevaron a cabo varios trabajos de investigacion y
publicaciones, dentro de las cuales cabe mencionar la que se present6 en el 7th
International Conference on Electrical Engineering Computing Science and
Automatic Control (CCE 2010) en Tuxtla Gutiérrez México, llevado a cabo
del 8 al 10 de septiembre del 2010 con el titulo de “On the Computational
Methods Employed in Two-Dimensional Electrical Impedance Tomography”,
donde se present6 un estado del arte sobre los métodos computacionales que
se emplean en la tomografia por impedancia eléctrica, presentando ponencia
y obteniendo un certificado sobre la conferencia dada.

Posteriormente se tuvo una segunda publicacién para congreso Electrical
Impedance Tomograpgy 2011, Department Electronic & Electrical Engineer-
ing, en la Universidad de Bath en Londres, Inglaterra que tuvo lugar en el
mes de mayo del 2011, versando "On a numerical interpolation technique for
abtaining picewise separable-variables conductivity functions”.

Una publicaciéon més tuvo lugar en el World Congress of Engineering 2011
(WCE 2011) que tuvo lugar en Londres Inglaterra, en la fecha del 6 al 8 de
julio del 2011, tratando “On the Construction of Separable-Variables Con-
ductivity Functions, and Their Application for Approaching Numerical Solu-
tions of the Two-Dimensional FElectrical Impedance Equation”, presentando
una ponencia como lector sobre el tema de DCT-compresnssive Sampling of
Frecuency-sparse Audio Signals, del Dr. Mauricio Martinez en colobaracién
con el M. en C. Rodolfo Moreno.

Durante el curso de la maestria se llevardén acabo varias conferencias una
de ella para el Seminario Los miércoles en la cibernética con la Ponencia: “So-
bre los métodos computacionales aplicados en la Tomografia por Impedancia
Eléctrica” el dia 2 de Marzo del 2011 y una constancia de participaciéon por
la ponencia en la semana de ingenieria el dia 15 de Marzo del 2011 versando
la ponencia sobre un “Sistema de Alerta Sismica en Redes Neuronales”.
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4.3 Trabajo futuro

En el contexto de este texto desarrollado, se logré crear un método en vari-
ables separables para la ecuacion de corriente eléctica, lejos de terminar la
investigacion se presentan nuevos retos. En donde se pueden tener los sigui-
entes retos:

e Emplear el método de interpolacion en variables separables, y fusionarlo
con el método de las series de Taylor en potencias formales.

e Probar el método de interpolacidon para expresiones que no se presenten
en variables separables.

e Ampliar la familia de funciones matematicas usadas en la presente tesis.

e Buscar un método de interpolaciéon para figuras geométricas y usarlo
en conjunto con el método de las series de Taylor en potencias formales.

e Trabajar con diferentes tipos de dominios diferentes al circulo unitario.

e Buscar otro método de interpolacién tanto para figuras geométricas
como para funciones matemaéticas exactas.
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Abstract— We analyze the State of Art in computational
methods, employed for analyzing the two-dimensional Electrical
Impedance Tomography problem (EIT). We broach an assort-
ment of techniques that may be considered among the most
important innovations on this area, emphasizing that the Finite
Element Method has played a central role for solving the forward
problem of the Electrical Impedance Equation, backbone of
EIT. We finally study a novel numerical method, based onto
the modern theory of Pseudoanalytic Functions, that could well
improve the quality of the reconstructed images, when applied
in lieu of the Finite Element Method.

Keywords- Electrical Impedance Tomography, Pseudoana-
Wytic Functions.

I. INTRODUCTION

The Argentine mathematician A. P. Calderon posed in 1980
[1] a boundary valued problem for the Electrical Impedance
Equation

O

where o represents the conductivity and u denotes the electric
potential. The goal is to approach o inside some domain
Q) when the values of the potential u are given at the boundary
I'. This problem immediately became of great interest for
medical imaging, because it could be used as an auxiliary
tool for the diagnosis of a wide class of diseases. Beside,
when compared to another imaging techniques, the Electrical
Impedance Tomography (EIT) -as the Calderon problem is
actually referred in the medical terminology- possesses the
quality of being a noninvasive procedure, due to the low ranges
of electrical currents used on it.

Nonetheless, the maximum resolution that the computa-
tional methods can achieve is not satisfactory yet for estab-
lishing EIT as a standard method for medical image recon-
struction. And, in many senses, this is because the inverse
problem for equation (1) can not be solved bias a mathematical
extension of the boundary function wu|j, as it is possible to
do for other boundary value problems of partial differential
equations (e.g. the Laplace equation [2]).

The inverse problem for the Electrical Impedance Equation
(1) might be approached by solving the forward problem
through an iterative procedure, that could be briefly described
as follows: Once a conductivity function o is proposed, we
must solve (1) in order to obtain the corresponding electric

div (o gradu) = 0,

IEEE Catalog Number: CFP10827-ART
ISBN: 978-1-4244-7314-4
978-1-4244-7314-4/10/$26.00 ©2010 IEEE

potential w with the highest possible accuracy. Then, a com-
parison between the approached w and the collected data will
take place, reaching an error function that may be used for
modifying o in order to minimize such error. The procedure
will continue until the error function fulfills some minimum
criteria.

The first interesting problem lies at the very beginning of the
algorithm, because the mathematical complexity of equation
(1) is considerable. Moreover, many experts suggested that
to achieve the general solution for (1) was impossible (see
[3], Chap. 10, Sec. 10.2.3), even for the simplest cases of
o (excluding the constant case, of course). Due to this fact,
the numerical methods have played a central role on these
matters during the last three decades, being the variations
of the Finite Element Method some of the most often used,
since it had already shown its effectiveness when approaching
solutions for a wide variety of partial differential equations of
Electromagnetic Theory.

The second interesting question is located around the adjust-
ment of the conductivity function o when an error is estimated.
This is a mayor challenge since the EIT problem is considered
to be very unstable, as well as ill-posed. It is about this second
topic that we will start our discussion, because the variety
of techniques suggested for better modifying the function o
is extensive, and none of them should be considered less
important than the rest. The selection of the presented methods
was based onto their clinical applications, and their achieved
image resolution, leaving the computational complexity for
further discussions.

We will close our study with a brief review of a recently
posed method for solving (1), that (despite the fact its appli-
cation is not as general as the Finite Element Method) opens a
new path for solving the Electrical Impedance Equation with
considerable grown profits of accuracy.

II. METHODS FOR APPROACHING THE CONDUCTIVITY
FUNCTION o

A. Variations of Sparse Matrix Method

Let us establish a finite set of points {zk}lyzl belonging to
the boundary I' of the domain €2, and let {u},_, be the values
of the electric potential w at such points. Let the unitary vector
. . N
7', be tangent to some point zj; € {z})_;. The Neumann
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1 Introduction and Preliminaries

A complete new theory for the Electrical Impedance Equation has raised since
K. Astala and L. Paivarinta [1] noticed the biunique relation between the two-
dimensional Electrical Impedance Equation

div (o grad u) = 0, (1)

where o denotes the conductivity and u is the electric potential, and a Vekua
equation [9] of the form

O f +

oW — ZELw =, 2
7 (2)

where aiz a% +ia%, W = \/Ea%u+i\/56%u, W is the complex conjugation
of W:W =ReW —iImW, i is the standard imaginary unit i2 = —1, f is an
exponential function

T e o Va4 [ s s FEdas
f =e Vo1 9z NePCED) s

and z = w9 + i1

Moreover, it was through this relation that in [1] was proved the existence
and uniqueness of the solution for the Calderon Problem [3], very often named
Electrical Impedance Tomography.

One of the main achievements of this discovering, was to trace a new path
for applying the Theory of Pseudoanalytic Function [2] in order to approach the
general solution of (2) in analytic form, bias the Taylor series in formal powers:

W = Z AR (an, 20; 2) ,
n=0

originally called like that by L. Bers [2] when he showed that Z(™ (ay,, z0; 2) —
an (z — zo)" while z — zo. It appears that it was V. Kravchenko et al. [6], who
first expressed the general solution in exact form of (1) for a certain class of o,
using new results in Pseudoanalytic Function Theory [5].
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Abstract—We analyze a technique for obtaining piecewise
separable-variables conductivity functions, employing standard
cubic polynomial interpolation. Our goal is to start making
possible the practical use of the Pseudoanalytic Function Theory
in medical imaging, by allowing the construction of numerical
solutions, in terms of Taylor series in formal powers, of the two-
dimensional Electrical Impedance Equation.

Keywords: Electrical Impedance Equation, pseudoanalytic func-
tions

[. INTRODUCTION

The analysis of the two-dimensional Electrical Impedance
Equation

V- (ocVu) =0, ey

is the departure point for any proper study of the Electrical
Impedance Tomography problem.

As a matter of fact, we will find that the complexity of
this governing equation, appears just at the very beginning,
when the selection of the mathematical representation for the
conductivity o takes place.

There exists a wide collection of interesting methods for
approaching the electric potential u once ¢ has been chosen.
Many of them are based upon variations of the well known
Finite Element Method (see e.g. [9]), which effectiveness has
been well proved in many classes of boundary value problems
belonging to the Electromagnetic Theory.

Still, most of the known variations of the Finite Element
Method present instability when approaching solutions for the
inverse problem of (1), and it is not clear yet how to overpass
this situation.

An interesting alternative for solving (1) appeared when
K. Astala and L. Paivarinta [1] first noticed that the two-
dimensional case of (1) was directly related with a special
class of Vekua equation [11], and V. Kravchenko et al. [6]
posed the structure of its general solution in analytic form by
means of Taylor series in formal powers, employing elements
of the Pseudoanalytic Function Theory developed by L. Bers
[2].

We may also remark that the use of this new mathematical
tools allowed to approach the solution of the direct boundary
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value problem for (1), with high accuracy, once o was posed
as a separable-variables function [4].

These new results are, with no doubt, relevant for better
understanding the dynamics of the Electrical Impedance Equa-
tion. Thus, a natural path to follow, is to search for the
interpolating methods that will allow us to apply these novel
techniques, when studying cases situated nearer to the medical
imaging engineering.

This work is dedicated to analyze one interpolating method
posed in [7], that allows to obtain separable-variables functions
o when a finite set of conductivity values is properly defined
within a bounded domain.

Specifically, after reviewing a collection of statments cor-
responding to the Pseudoanalytic Function Theory, we will
discuss how to construct a piecewise polynomial separable-
variables function by using standard interpolation methods.

Starting with the case used in [4], for approaching solutions
of the boundary value problem for (1), we present the results
of performing a basic numerical analysis, in order to test
the convergence of the interpolation method. We illustrate
the behavior of a certain class of maxima errors, taking into
account the number of subregions in which we divided a
unitary circle, and the number of points considered within
every subregion.

We close with a brief discussion about the validity and
use of these preliminary results, emphasizing the necessary
work before we can use effectively this interpolation method
in medical imaging.

II. PRELIMINARIES

Following [2], let the pair of complex-valued functions
(F, G) fulfil the condition

Im (FG) >0, 2

where F' denotes the complex conjugation of F. Thus any
complex function W can be expressed by means of the linear
combination of F' and G:

W = ¢F + ¢G.

Here ¢ and 1 are real functions. A pair of functions satis-
fying (2) is named a Bers generating pair. Indeed, L. Bers
introduced a derivative based upon the generating pair (F,G).
It has the form

Op,eyW = (0.90) F + (0:9) G, (3)

WCE 2011
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